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摘 要: 二分图的匹配算法一直是理论计算机领域的热门课题之一，在工程和生活中也有着颇多应用，但是，为

大家所熟知的一般二分图匹配算法只能用于对边没有限制的情形，而在对于边集有所限制时，常见的匈牙利算法、

网络流算法都很难有用武之地。本文中，基于 Edmonds矩阵行列式与完美匹配之间的一一对应关系（Lovasz, 1979)，
Schwartz-Zippel引理以及 Cygan, Gabow, Sankowski 于 2015年提出的利用矩阵乘法求解二分图最大匹配方法，同

时引入原根和 k次单位根等数论知识，将线性代数、数论和随机化相结合，得到了一种可以高效解决对边有限制

的二分图完美匹配判定算法。本文将对这一算法进行描述、正确性分析和证明，并利用 C++进行编程实验得到该

算法的实际表现情况。该工作是数学、计算机中几大重要方法的结合，同时利用矩阵行列式定义简化了指数级的

枚举计算，通过高斯消去法在较小时间复杂度内求解出原问题，体现出数学和计算机交叉融合之美。

关键词: 完美匹配；Edmonds矩阵；行列式；随机化；原根；k次单位根；

1. 引言与问题描述

图匹配问题（Graph Matching）在算法和理论计算机领域一直是一个热门课题，除此之外，其在运筹学、系

统等工程领域中也有着很多应用，与我们的日常生活息息相关。近些年来，随着理论计算机和组合数学的迅速发

展，匹配问题的相关理论也逐渐完备化和系统化——匹配问题一般可以根据图的性质（是否为二部图）分为二分

图匹配（Bipartite Graph Matching）和一般图匹配（General Graph Matching）两种。

对于一般图匹配，现有带花树（Blossom Algorithm）和最小费用最大流（Min-cost Max-flow）等方法能够在

多项式时间复杂度内找到其最大匹配，这些算法能够解决所有的图匹配问题，普适性很强，但时间复杂度较劣，

且没有利用图的相关性质，在日常生活和科研实际中应用并不广泛。

在实际问题中，k类不同的物品“配对”问题，也就是说，选择尽量多的集合，满足每个集合由 k类物品中

的各一个组成，且每个物品最多被选入一个集合，是一种更为常见的假设。但是，对于 k>2的 k类物品配对的问

题，我们可以将其规约到 d-dimensional matching问题，而这个问题被证明是 NP-Complete 的。因此，对于 k=2
的情况，也就是二分图匹配问题，是相关研究的热门领域之一。

在本文中，我们关注二分图的完美匹配问题，其形式化定义如下——

二分图完美匹配问题起源于 Hall于 1935年提出的“婚姻问题”，同时，Hall提出了著名的 Hall定理，给出

了二分图存在完美匹配问题的充分必要条件，但在实际中，Hall定理只能在理论上将问题转化为指数级别规模的

子问题，因此只适用于小规模问题，并不能高效判定完美匹配的存在性，实际中，常常通过求最大匹配判断其是

否是完美匹配——1955年，Harold Kuhn在匈牙利数学家 Dénes Kőnig 和 Jenő Egerváry的研究基础上，提出了匈

牙利算法（Hungarian Algorithm），能够在 的时间复杂度内找到二分图的最大匹配；进一步地，二分图

的最大匹配可以通过建图转化为网络流问题，具体而言，建立源点 s和汇点 t，将源点 s与 A部分的点连接权值

为 1的边，将 B部分的点与汇点 t连接权值为 1的边，对于边集 E中的边(Ai,Bj)，将 Ai与 Bj之间连接权值为 1
的边，易证明构造出网络的 s-t最大流即对应了二分图的一个最大匹配，而解决网络流问题，现有 Ford-Fulkerson，

Edmonds-Karp 和 Dinic 等多种经典算法，利用 Dinic 算法，单位流量的最大流可以在 时间复杂度

内求出，这也是当前求解二分图匹配问题、判定二分图完美匹配存在性的通用算法。而在最新的研究中，Alex Madry

提出了时间复杂度为 的内点法，但是，这种方法局限性很强，只能够求解没有任何限制的二分图最大匹

配。对于实际情况，对于最终选进匹配 S中的边，往往会有所限制，例如，我们考虑如下一种对边集有所限制的

二分图完美匹配问题——
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对于以上问题，我们不仅对点有所限制，对边也有所限制，此时，若想利用前文提到的匈牙利算法和网络流

算法，我们只能对于 集合中被选到的边集进行枚举，若数字 k比较大（与 n同级别），枚举的数量级将达到指

数级，以上两种算法很难再有用武之地。因此，在本文中，基于 Lovasz于 1979年提出的用线性代数手段判断二

分图是否存在完美匹配的定理，以及 Cygan, Gabow, Sankowski 的利用矩阵乘法求解二分图最大匹配的方法，沿

着这种进行扩展，将线性代数和随机化相结合，可以得到一种可以高效以上问题的算法，下文中，我将对于这个

算法进行描述和分析，同时通过实际编程实验分析其运行效果。

2. 相关记号、约定与定理证明

2.1 Edmonds矩阵和二分图存在完美匹配的充分必要条件

在上述表示中， 对于不同的数对(i,j)是不同的变量，此时，矩阵的行列式是由|E|个变量组成的多项式。在

Edmonds矩阵的基础上，我们有如下定理判断二分图 G是否存在完美匹配——

利用行列式的定义，我们可以得到定理 1的证明，如下所示——

2.2 Schwartz-Zippel引理及其证明

但是，注意到上面的矩阵 A中元素是|E|个不同的变量，而不是常数，因此，A的行列式是一个由|E|个变量构

成的多项式，且多项式中的不同项数是|E|的指数级别（最多 2^|E|项）。因此，实际运算中，我们无法在 poly(|V|,|E|)
的时间复杂度内求出矩阵 A的行列式，我们引入 Schwartz-Zippel引理——
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Schwartz-Zippel引理的证明过程如下——
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3. 算法描述与正确性分析

3.1 一些预备数论知识

考虑如何利用前文所述的 Lovasz 定理和 Edmonds矩阵判断权值模 k为 0完美匹配的存在性，我们利用相关

数论知识可以实现这一点，在描述具体算法之前，我们先介绍阶、原根和 k次单位根的概念以及相关算法。

下面，我们有如下定理，可以用来检验原根的存在性，并高效判定给定的数字 g是否是质数 p的原根。

定理 2、3 的证明利用到分类讨论、拉格朗日定理、裴蜀定理和反证法，由于其与主题关系不大，在此略去，

同时，我国著名数学家王元于 1959年证明了最小原根的数量级，如定理 4所示——

由定理 2、3、4，我们可以得到如下算法，可以高效地在亚线性时间内求出质数 p的一个原根。

接下来，我们有以下定理证明 k次单位根的存在性（以下公式中，除法默认为向下取整）。
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在定理 5 的基础上，我们可以得到以下算法，在亚线性时间内求出质数 p的一个 k次单位根。

实际运行结果表明，算法 2的实际复杂度远达不到上界，具体分析可见第 4部分。

3.2 算法描述与证明

在以上基础上，我们考虑对 Edmonds矩阵进行如下扩展，以解决带有限制的完美匹配问题。

首先，对于给定的 k，我们随机找一个大质数 p满足 p存在一个 k次单位根（即随机数字 x，计算出 kx+1，
判断其是否为质数，如果是，由定理 5，该质数 p=kx+1 一定存在 k次单位根），通过算法 2 求出其 k次单位根

之一，设其为 g，则对于二分图 G(U,V,E) （G中各部分定义和定义 1 中相同），我们定义一组矩阵如下——

此时，通过对 Lovasz 定理的扩展，我们可以证明如下定理——
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接下来，我们分析上述算法的最坏情况时间复杂度。

进一步地，我们可以发现，这个做法拥有良好的数值稳定性。因为我们把所有运算限制在了一个大小为 p的
有限域内，所以实际编写 C/C++代码时，如果 p不超过 int范围，我们只需要在 int范围内进行每一步运算，既不

需要时间复杂度高的高精度大整数类，也不需要用 double等浮点数类型导致精度丢失。因此，这种在有限域内随

机的算法拥有良好的数值稳定性和实际表现，不需要担心由于误差存在而影响最终结果的情况发生。

3.3 举例分析

为了更好阐述 3.2中所述算法，在这一部分，我们将通过举例，剖析以上算法的流程。

考虑对如下图所示的二分图，其中 n=4，取 k=3 时，边集被划分为 E1和 E2集合，其中橙色边代表 E1 中的

边，蓝色边代表 E2中的边，问题是——判断是否存在 E1中选择边数为 k=3的倍数的完美匹配。
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4. 代码实现与实验结果

基于第 3部分提到的算法，我编写了 C++程序对该算法的实际效率进行了测试，其中，随机数用到的随机源

是梅森旋转算法系中的 mt19937，质数 p选取为 10^9级别的大质数，行列式的运算用高斯消去法在模 p意义下实

现，由于 p比较大，在 n不超过 1000时出错概率不超过百万分之一，因此算法执行次数为 1。

为了测试代码的实际运行情况，测试用例根据给定的参数 n,d,s随机生成（其中，n表示二分图一个部分的点

数（即图中总点数为 2n），d表示图的密度（即对于给定的 d，在 2n个点的完全二分图中随机 dn条边作为这组

测例的边集）；s为[0,10]范围内的整数，表示 E1中边占总边数的占比，即对于全部 dn条边，每条边独立地以 s/10
的概率划分进 E1 集合，以(10-s)/10的概率划分进 E2集合；同时，k的取值在[1,n]范围内等概率随机。对于不同

的参数组合(n,d,s)，均测试了 100组数据（对于 n=500，取的是 10组）取平均，作为最终的结果。

该算法的效率如下表所示（电脑配置为 Intel(R) Core(TM) i7-8550U CPU @ 1.80GHz 1.99 GHz）：

运行时间 d=2,s=2 d=2,s=5 d=2,s=8 d=10,s=2 d=10,s=5 d=10,s=8 d=n/2,s=2 d=n/2,s=5 d=n/2,s=8
n=50 11.2ms 14.0ms 17.1ms 14.3ms 14.5ms 15.9ms 15.8ms 16.1ms 16.2ms
n=100 178.8ms 172.6ms 187.3ms 169.9ms 170.9ms 176.4ms 181.1ms 179.6ms 180.5ms
n=200 1.956s 2.367s 2.414s 2.232s 2.275s 2.364s 2.372s 2.423s 2.510s
n=500 60.581s 61.255s 61.549s 59.978s 60.322s 60.178s 63.652s 63.157s 69.062s

由上表可得，对于 n不超过 500的数据，该算法在一般的家用电脑上能够在 1分钟内得出结果，效率比较客

观。同时，该算法对于不同的数据，运行时间非常稳定，因此该算法的鲁棒性很强，适用于各种场景。

同时，通过减小 p的取值，我们可以得到算法的正确率，如下表所示（p指的是实际选择质数 p的数量级，

下表数据对于每一组不同的(n,p)，参数(d,s)随机，基于 1000组独立实验得到）：

正确率 p=3n p=6n p=10n p=15n p=n^2 p=n^3 p=10^3 p=10^5
n=10 96.7% 97.7% 99.0% 99.4% 98.9% 99.8% 99.8% 100%
n=20 97.0% 98.8% 99.1% 99.6% 99.7% 100% 99.8% 100%
n=50 98.0% 99.1% 99.6% 99.7% 100% 100% 99.9% 100%

由上表可得，该算法的实际正确率远远高于前文中 Schwartz-Zippel引理给出的正确率下界，实际表现中，其

正确率更接近于 1/p，因此，一般来说，取 p为 n^3级别即可保证算法的高正确率。

综上所述，该算法的实际表现与理论证明相符，可以高效地判定此类对边有限制的二分图完美匹配问题。

5. 总结与展望

本文中，通过线性代数、数论和随机化方式相结合，在 Edmonds矩阵、Lovasz 定理的基础上，通过引入原

根和 k次单位根的数论知识，我们得到了一种可以在 O(n^4)时间复杂度以内实现对边有限制的二分图完美匹配的

判定算法，该算法的亮点有以下两点——首先，通过行列式的定义，利用行列式运算代替了复杂度为指数级的枚

举过程，而行列式可以利用高斯消去法在 O(n^3)时间复杂度内高效求出，大大降低了计算复杂度；其次，对于边

上的限制，利用数论中原根相关的知识，将其与行列式的计算融为一体，从而通过设置 Edmonds矩阵变量前的参

数实现了对边的限制，同时，在这里的转化中，在整数域上的运算被转化为了有限数域 Fp 内的运算，因此不会

出现运算中间结果过大导致丢失精度等问题，使得该算法具有良好的数值稳定性。通过编程实验，我们也验证了

此算法具有高效、鲁棒等特性，可以应用于生产生活实际中。我认为，这个算法是数学领域的数论、线性代数和

计算机领域的数值计算、随机化等知识的完美融合，体现出数学和计算机学科的交叉之美，同时，这种利用数学

知识简化计算复杂度的思路，也有着非常广阔的应用前景，是非常值得探索的研究方向。

当然，以上算法也有着其局限性，并有待其进一步优化。关于在此主题上的延伸以及将来研究方向的展望，

我认为可以分为以下几个部分——
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1. 如何将此算法扩展到一般图

上述算法仅仅适用于二分图的情形，如何将此算法扩展到一般图，是一个值得讨论的有趣问题。

以上算法基于 Lovasz 定理和对 Edmonds矩阵基于数论知识的修改，幸运的是，Lovasz 定理在一般图上有着

其扩展，具体如下所述——

利用 Tutte定理和 Tutte矩阵，可能能够在一般图上得到与前文所述算法相似的结果，关于该算法在一般图上

的扩展与表现，仍然有待进一步探索和深入研究。

2. 如何进一步优化该算法的计算复杂度

在第 4部分的编程实验中，在进行矩阵行列式的求解时，采用的是时间复杂度为 O(n^3)的高斯消去法。

但是，我们知道，行列式的求解可以转化为矩阵乘法，而矩阵乘法的解决有着时间复杂度更加优秀的算法，

例如《算法导论》中介绍的广为人知的 Strassen矩阵乘法（其时间复杂度约为 O(n^2.81)），以及近些年来的一些

最新论文，已经将最优复杂度提升至约 O(n^2.373)。然而，我在第 4部分的编程实验中，也对 Strassen算法进行

了尝试，但由于其常数比较大，在数据规模较小时（n 不超过 500），实际运行时间劣于 O(n^3)的高斯消去法。

因此，任何矩阵乘法复杂度的改进或者常数的减小，都将提升上述算法的实际表现，让该算法能够适用于更大的

数据规模，矩阵乘法的优化，也是在此主题上的延伸与扩展方向之一。

3. 是否存在多项式时间复杂度的确定性算法解决此问题

最后，是否存在多项式时间复杂度的确定性算法，也是值得探讨的问题之一。如上所述，本文中的算法基于

随机化，其正确率并没有达到 100%，在一些对于正确率要求很高的场景中难以应用。因此，该问题是否存在多

项式时间复杂度的确定性算法，同样是有关此主题可能的探究方向之一。

综上所述，对边有限制的二分图完美匹配和一般图完美匹配判定问题，是一个充满着很多可能性和未知的方
向，它结合了数值计算、数论、线性代数和随机化等多门学科，无论在科研领域，还是在生产生活实际中，都有
着很多应用场景，也非常值得我们进行进一步的研究探索。
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